
МЕЖВУЗОВСКАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТУДЕНЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 

(6 декабря 2018г.) 

 

1. Решить систему уравнений: 
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Решение. Складывая все уравнения системы, получим 

   ,55101021 10921  xxxx   

тогда  

  ).1(1010921  xxxx   

Вычтем из второго уравнения системы первое, получим  

).2(09 10321  xxxx   

Сложив равенства (1) и (2), найдем .11 x   

Аналогично находим остальные неизвестные. Таким образом, 

.110921  xxxx   

 

2. Решить уравнение: 
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Решение. Пусть 
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Тогда можно убедиться, что АВ=Е.  Определитель единичной матрицы равен 1. 

Следовательно можно заключить, что исходное уравнение имеет множество решений, 

кроме 1 и -1. 

 

3. Решить уравнение 
|2𝑧 − 1| = 4𝑖𝑧̅. 

 

Решение. Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. Тогда уравнение можно записать в виде: 



|(2𝑥 − 1) + 2𝑖𝑦| = 4𝑖𝑥 + 4𝑦. 

Откуда  

{

𝑥 = 0,
𝑦 ≥ 0,

√1 + 4𝑦2 = 4𝑦.

⇒ {

𝑥 = 0,

𝑦 =
1

2√3
.
 

𝑧 =
1

2√3
𝑖. 

 

4. Доказать, что координаты (𝑥, 𝑦) всех точек линии 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑦 − 7 = 0 

удовлетворяют неравенству: 

|
𝑥 𝑦 + 1 1
1 𝑥 𝑦 + 1

𝑦 + 1 1 𝑥
| ≤ 27. 

При каком условии достигается равенство? 

 

Решение. Заданная линия – окружность 𝑥2 + (𝑦 + 1)2 = 8. 

Определим векторы: �̅� = (𝑥;  𝑦 + 1;  1), �̅� = (1;  𝑥;  𝑦 + 1), 𝑐̅ = (𝑦 + 1; 1; 𝑥). 

Тогда  

|
𝑥 𝑦 + 1 1
1 𝑥 𝑦 + 1

𝑦 + 1 1 𝑥
| = �̅��̅�𝑐̅ = �̅� ∙ (�̅� × 𝑐̅) = |�̅�||�̅� × 𝑐̅| cos (�̅�, (�̅� × 𝑐̅)̂ ) ≤ |�̅�||�̅� × 𝑐̅| =

|�̅�||�̅�||𝑐̅| sin (�̅�, 𝑐̅̂ ) ≤ |�̅�||�̅�||𝑐̅| = (√𝑥2 + (𝑦 + 1)2 + 1)
3

= 9
3

2 = 27. 

Равенство достигается, если �̅� ⊥ �̅� ⊥ 𝑐̅, то есть 𝑥 + 𝑥(𝑦 + 1) + (𝑦 + 1) = 0.  

Откуда,  𝑥 = −
𝑦+1

𝑦+2
. 

 

5. Точки M и N лежат на линии 𝑥𝑦 = 𝑘, 𝑥 > 0. Точки M’ и N’ – их проекции на ось абсцисс. 

Доказать, что площадь треугольника OMN равна площади трапеции MNN’M’. 

 

Решение.  

 

 
Пусть 𝑘 > 0, 𝑥1 < 𝑥2. 

𝑀 (𝑥1;
𝑘

𝑥1
), 𝑁 (𝑥2;

𝑘

𝑥2
), 𝑀′(𝑥1; 0), 𝑁′(𝑥2; 0). 
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Площадь трапеции MNN’M’: 

𝑆1 =
1

2
(

𝑘

𝑥1
+

𝑘

𝑥2
) (𝑥2 − 𝑥1) =

𝑘

2

𝑥2
2−𝑥1

2

𝑥1𝑥2
. 

 

Площадь треугольника OMN: 

𝑆2 =
1

2
|𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ | =

1

2
𝑚𝑜𝑑 ||

𝑖̅ 𝑗 ̅ �̅�

𝑥1
𝑘

𝑥1
0

𝑥2
𝑘

𝑥2
0

|| =
1

2
√(

𝑘𝑥1

𝑥2
−

𝑘𝑥2

𝑥1
)

2

=
𝑘

2
|

𝑥1
2−𝑥2

2

𝑥1𝑥2
| =

𝑘

2

𝑥2
2−𝑥1

2

𝑥1𝑥2
. 

При 𝑘 < 0, в силу симметрии, получаем тот же результат. 

 

6. На плоскости заданы точки A(-1; -1) и B(-4; 3). Точка С лежит на кривой 𝑥2 + 𝑦2 −
2𝑥 − 6𝑦 + 1 = 0. Какое наибольшее значение может иметь площадь треугольника ABC? 

 

 Решение. 

 

 
Уравнение кривой приводится к виду (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 = 9. Имеем окружность с 

центром в точке М(1; 3), радиуса R=3. 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐻 (𝐶𝐻 − высота треугольника). Точки A и B зафиксированы, 

следовательно, 𝑆𝐴𝐵𝐶  будет наибольшей, если 𝐶𝐻 – наибольшая. Для этого 𝐶𝐻 должна 

проходить через центр окружности М. 

𝐶𝐻 = 𝐶𝑀 + 𝑀𝐻, 𝐶𝑀 = 𝑅 = 3, 𝑀𝐻 = 𝑑(𝑀, 𝐴𝐵). 

Уравнение прямой 𝐴𝐵 имеет вид: 4𝑥 + 3𝑦 + 7 = 0.  

𝑀𝐻 = 𝑑(𝑀, 𝐴𝐵) =
|4∙1+3∙3+7|

√42+32
= 4. 

Имеем: 𝐶𝐻 = 7, 𝐴𝐵 = 5.  

𝑆𝑚𝑎𝑥 =
35

2
. 
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